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Généralités

On munit R? par les lois + et x définies par :

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

V(a,b), (c,d) € R*: {(% b) x (¢,d) = (ac — bd, ad + be)

(R% +, x) est un corps commutatif (voir Chap. 10) appelé le cors des nombres complexes,
et noté C.

N R — R? Y R
L’application @ : est injective (démonstration triviale).
xz — (z,0)
On peut donc identifier (x,0) par z, et on écrit (z,0) “=" z.

N.B. que cette expression n’est pas mathématiquement correcte.
On pose ¢ = (0,1), alors : > = (0,1) x (0,1) = (=1,0) = —1.

Ona:V(r,y) € R?: (z,y) = (x,0) + (0,y) =z + y(0,1) = = + 7y.

Donc |Vz € C,3!(a,b) € R? tel que z = a + ib| (I'écriture algébrique de z).

b est appelé la partie imaginaire de z, notée ()

{a est appelé la partie réelle de z, notée R(z)

E Définition 1.1.0.1 (Conjugué d’un nombre complexe)

Soit z = a + b € C, on appelle le conjugué de z le complexe noté . On
peut en déduire les résultats suivants :

{z+2=2.-§R(z)

z—2z2=2x1ixSz

B Définition 1.1.0.2 (Module d’'un nombre complexe)

Soit z = a + b € C, le module de z est le réel positif : |z| = Va2 +b?> > 0. On a
donc : z -z = |z



® Propriété 1.1.0.1

1. Soit P le plan orthonormé direct (O, €7, €3).
L’application suivante est bijective :

\Ij:{(C—>P

z=a+ib—a-é+b-é

2.V2€C:2=0 < |2|=0
3. V21,20 € C: |21 - 20| = |21 - |22
4. Vz,2' € C, |z + 2| < |z + ||
Avec égalité si et seulement si: (z =0ou Ja > 0: 2 = az).

5. ‘v’zG(C*:%:i

EN

Q Preuve

1. (A faire en tant que travail personnel).

2. (Trivial).

3. (Trivial).

4. Si z =0 : On a égalité.
Siz#0:Onpose £ =a+if avec (a, 3) € R2.
L+ 2] =11 +a)+iB] = /(L +a)? + 52
= 1+|Z]=1+Va?+

— a < +/a? 4+ (B2 (toujours vrai)

= [1+Z|<1+Z

= [z+7] <[] + ]

Avec égalité si et seulement si : o = /a2 + 52
— Z=az/a>0

® Remarque 1.1.0.1
Soit z € C.

l. 2eR <= Q(2)=0 <= z==2.
2. z€iR <= R(2) =0 <= z = —z (z est dit imaginaire pur).

N {m(zn < |2|

S(2)] <[]




® Propriété 1.1.0.2

Soient z, 2’ € C.
1. z2+2' =2 +7Z
2l = 2.7
|z + 2|2 = |2|* + 2.R(2.2') + |]?
|z — 2|2 = |2|> — 2.R(2.2") + ||?
|2+ 22+ |2 — 2|2 = 2(|2|* + |#|?) (Identité du parallélogramme).
|z + 2|2 — |z — 2/|? = 4R(2.2)

iHt Exercice 1.1.0.1

Soit z1, z, € C. Montrer que : | Y0 2| < Y7_; |2k| avec égalité si et seulement si :
(Fue C,3ay,...,a, eR:VEEL ... ,n: 2, = ag.u)

Solution :

Démonstration de l'inégalité (par récurrence)

cBoBN o B LY

Démonstration de l’égalité : (sens direct et indirect)
A refaire en tant qu’exercice.

B Définition 1.1.0.3 (Argument d’un complexe (non-nul))

Soit z € C*, on a : |ﬁ| = 1. On pose ﬁ = z + 4y pour avoir /22 + 42 = 1.

Done 36 e R & = €57
y = siné
0 est appelé un argument de z, et on le note par arg(z) (Les autres arguments de z
sont @ + 2kw /k € Z).
Si 0 € [—m, 7], alors 6 est dit argument principal de z.

Donc on peut écrire :
VeeC:30 eR: 2z =|z|(cosf + isinh) = |z|e?

(ce qui est aussi vrai pour z = 0 (pour tout 0 € R))

® Propriété 1.1.0.3

1. V2 C*:
a) arg(z) =0[271] <= z e R}
b) arg(z) =0[r] < z € R}
c) arg(z) = [r] <= z ciR*

2. Soient 2,2 € C* :
a) arg(z.z') = arg(z) + arg(2’)[27]




b) Vn € Z : arg(z") = n. arg(z)[27]
c) arg(5) = arg(z) — arg(2)[2n]

E Définition 1.1.0.4 (L’ensemble U)

On note U = {z € C/|z| = 1} = ¢?/0 € R I'ensemble des nombres complexes de
module 1. Il s’agit du cercle unité de centre O et de rayon 1.

® Propriété 1.1.0.4 (Formule d’Euler)

cosf = e
Vo e R: { . 02w VOeRVneZ:em™ = (cost+isinb)" = cos(nb) +
sSmo = BT

isin(nd)

® Remarque 1.1.0.2

{Va, beR: e+ et = 2(:08(“7_")6”7%

Va,b € R: e — e = —2isin(%52)e' s

b0 — VOLER:GZ:‘H—I :2C().S(‘%)ei% )
Vo eR:e —1=-24 sm(%)éa

Calculer le module de z = (v/2 + v/3) +i(1 + v/2). Solution :
z=(V2+iv2)+ (V3+1)

= 7= 2(% +i¥%2) + 2 +4})

— z = 2e'1 4 2’5

— 2 =2cos(5)e' "

= |z| = 2cos({;) (sachant que cos(75) > 0)

® Propriété 1.1.0.5

c V@eR;|ei9|:1
VeR:e? =1 < 0 e2rZ
3. V0,0, € R: e eif2 = i01402)

SR R—-U o
. L’application 0 ., st surjective.

— et

N =

N




- Conséquence 1.1.0.1

1. ¥y,...,0, €R: [T, e = (X %)
2. V0 e R,Vn € Z: (e?)" = ¢?
3. V8 € R,Vn € Z : cos(nb) + isin(nd) = (cosf + isin )"

B Définition 1.1.0.5 (Racine n-iéme d’un compléxe)

Soit z € C* et n € N*. On appelle racine n-ieéme de z tout complexe w tel que w" = z.
Si z = |z]e?, alors les racines n-iémes de z sont les complexes :

1 0+42km
wr = |z|me' » pour k=0,1,...,n—1

Ces racines sont les sommets d'un polygone régulier a n cotés inscrit dans le cercle
1
de centre O et de rayon |z|=.

& Théoréme 1.1.0.1

Soient a = re? € C* et n € N*. Alors I’équation 2" = a admet n solutions distinctes
dans C données par :

zr=rne’ n pour k€ {0,1,...,n—1}

Q  Preuve

Soit z € C* tel que 2" = a et z = pe'®.

N pneina — Teie
n — ,r.
e p
{na = 0[27]
1
— P ) avec k € Z
= +2%

Par la division euclidienne de s par n, on a :
d(q,r) €Zx{0,1,...,n—1}:k=qn+r
Donc les solutions sont :

2z, = raei(R+25) pour k € {0,1,...,n—1}
On a montré qu’il y a au plus n solutions.
Montrons qu’elles sont toutes distinctes :
Soient k, k" € {0,1,...,n — 1} tels que 2z, = 2. (avec k > k)
. (249K
— r%ez(%'”%) = r%el("—'—z " )
i2km ok




= k= Kn]
= IpeN:k=Fk+pn
—> k — k" > n (contradiction) CQFD.

1. Les racines carrées de a = re'? sont z; = \/7€'s et 2, = \/re’ i(§+),

, (8 pokn .

2. Les racines cubiques de a = re? sont z;, = rﬁe’(3+2 ) pour k € {0, 1,2}, soit
1 ;0
ZO = 7”567'5

21 = rl ei(g"‘%ﬁ)

'S

3
1 (84247
29 :7‘§ez(3+3)
1 ;0
2027”363

wm;

On peut remplacer €' par j pour obtenir ¢ z; = j.r3e’ avec j = e's =

1‘
2y = j2.r3e's

1, V3 2 idm 1 V3 2
—3+i% et j2 =¢3 = —2 — %2, On remarque que 1+ j + 52 =0.

- Conséquence 1.1.0.2
:2kT

Soit n € N*. L’ensemble des racines n-iemes de l'unité est : = {e"n [k =
0,1,...,n—1}. 1l forme 'ensemble U,, = {z € C/2™ = 1} des solutlons de I'équation
Z" = 1, qu'on peut aussi noter U, = {w* € C/k € {0,1,...,n —1}} et w = €.

® Remarque 1.1.0.3

1. X" —1=[25(X —wh)

2. Yi5wk =0 (somme des racines n-iémes de 1'unité) (Voir relation entre coeffi-
cients et racines d’un polynéme scindé dans le chapitre 12).

B Définition 1.1.0.6 (Exponentielle complexe)

Soit z = a +ib € C. On définit I'exponentielle complexe par : e* = e*(cosb + isin b).
On peut aussi I’écrire sous la forme : e* = e = e,

= 8 e
® Propriété 1.1.0.6

1. VzeC:e*#0
2. Vz € C: |e?| = %3 cos(S(2))




3. Vz € C: 3(z) = ") . sin(3(2))
4. Vz,7 € C: ¥ = e.e?
5. VzeC:e " =2
6. VzeC:ef=¢?
7T.V2eC:e=1 <= (R(z) =0et b=0[27]) <= z € 2inZ
8. L’application {C - : est surjective.
zZr—e

Partie imaginaire de e*

Partie réelle de e*

Figure 1.2 — Surface représen-
tant la partie ima-
ginaire de €e* ou
z=x+1y

Figure 1.1 — Surface représen-
tant la partie réelle
de e® ou z = z+iy




Nombres complexes et géomeétrie

Généralités

Soit P le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, €7, €3).
Soient A(a),B(b),C(c), D(d) € P et 24, 2p, 2c, 24 € C leurs affixes respectives, avec z, # 2
et z. # zg.

® Propriété 2.2.1.7

AB = |zp — 24|
A_)B:m)zzb_za

I milieu de [AB] < z; = 2t2

G barycentre de (A, a), (B,b), (C,c) <= z, = “athatee

A,B,C alignés <= INER: 2. — 2z, = AM2zp — 24)

B s G0 L

A, B,C alignés < 2% c R

2p—2a

(@7

8. (AB, A AC) = arg(2=22)[n]
(
(

(j—z)[ﬂ] (angle orienté entre deux vecteurs non nuls)

AB) || (CD) < 2= cR

2Zd—2Z2c

10. (AB) L (CD) <— 222 ¢ jR*
Zd—Zc

11. ABC est un triangle rectangle direct en A (AB, AC) = 7[271] <= arg(¥=2) =
727 <= Z=2= ¢ iR

Zb—2q

Soient A(2 +14),B(4 + 2i) deux points du plan P. Déterminer C(c) tel que ABC' soit
un triangle et isocele rectangle en A. Solution :
AB = AC

ABC isocele rectangle en A < —
(AB, AC) = Z[2r]



2.1. Généralités

—T———
®
)
—~
[T
ISHIS]
S~—
Il
)3
™o
A,

acC

aecCr

M(2) € D <= AM et @ sont liés. <= FINCR: AM = i <= =Z2cR

24— 240 s (z-q)a=(2—a)a < az—aa = a7 —al

Soit D(A(a), u(a)) avec {

Il s’agit d’une équation complexe de la droite (D).

&
E

Figure 2.1 — Représentation graphique de la droite (D) dans le plan complexe.

(D) :(141i)z— (1 —1i)zZ —2i =0 est une équation complexe de la droite passant par
A(1) et de vecteur directeur @(1 — 7).
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2.2. Similitudes directes

Similitudes directes

E Définition 2.2.2.7

On appelle une similitude directe toute application de la forme S : P — P telle que :

C—=C
EIa,bE(C:VzG(C:S(a,b):{ - aeC*beC
z— az + b avec

2.2.1 Translation

E Définition 2.2.2.8

On appelle translation toute application de la forme Ty : C — C telle que :

C—-C

VZE(CZT{[ .
®) {z>—>z+bavecb€@

(Il s’agit du cas ot a =1 et b € C*)

&

a1+ A2+ 2i)

A(L+1)

-1 1 2 3

Figure 2.2 — Représentation graphique de la translation Ty(1).

2.2.2 Homothétie

E Définition 2.2.2.9

On appelle homothétie toute application de la forme Hqg,)q) : C — C telle que :

C—-C

z—az+b <= 2 —w=a(z —w) avec w = =

l1—a

VZGCZH(w):{

11



2.3. Similitudes indirectes

|+

On dit que c’est une homothétie de centre {2(w) et de rapport a, avec w = 5
(Il s’agit du cas ou b € C* et a € R* — {1})

o triangle initial

« triangle image par Hqq

Q : centre, segments en poin-
tillés : correspondances coli-
4 néaires

fleche verte : direction et sens
de ’homothétie (facteur a)

&

C(0.2 + 27));

apport a =
AT+ i)

Figure 2.3 — Homothétie de centre Q(w) et rapport a — image d’un triangle.

® Propriété 2.2.2.8 (Composée de deux homothéties)

Soient Hq, (w),a1) € H(Qa(ws),a2) deux homothéties. On pose H; : 2’ = a1z + by et
Hy : 2 = asz + by. Alors :

1. Siaj.a; =1, alors Hig, 4,) © H(q,.q,) est une translation de vecteur @(aiby + by).

2. Siaj.ay # 1, alors Hq, q,) © H(q,,q,) €st une homothétie de centre Q(%) et
de rapport a = a.as.

2.2.3 Rotation

E Définition 2.2.2.10

On appelle rotation toute application de la forme R ) : C — C telle que :

C—C

VzeC: Ry : .
el {z>—>e’9(2—w)+wavecw€(Cet@E]R

On dit que c’est une rotation de centre Q(w) et d’angle 6.
(Il s’agit du cas ou b € C et a € C — R)

Similitudes indirectes

12



2.3. Similitudes indirectes

> &0

hQ Ohl est uny
2

—— Triangle initial ABC

- --- Image par h; (k1 = 1,5)
-------- Image par ho (ko = 0,7)
--> Composée ha o hy (k=1,05)

Figure 2.4 — Composition de deux homothéties : Hq, 4, 0 Hq, q,- Les lignes pointillées
montrent les droites de correspondance (colinéarité) depuis chaque centre.

Apres rotation

Avant rotation
1 1

Figure 2.5 — Rotation de centre Q(w) et d’angle # — image d'un triangle.

13



2.3. Similitudes indirectes

2.3.1 Symétrie axiale

E Définition 2.2.3.11

Soit (D) la droite passant par Q(w) et dirigée par le vecteur unitaire (e').
Soit M'(2') 'image de M (z) par la symétrie axiale d’axe (D).
La relation complexe de la symétrie axiale d’axe (D) est :

210 we219 +w

z = ze

ou w est 'affixe de 2 et 6 'argument de 4.

R
M
M
(D)
11 ®
M/(Z/)
| R
—2 —1 1 2
—1 1
21

Figure 2.6 — Représentation graphique de la symétrie axiale d'axe (D).

Q Preuve
OM' = OM +2HM
On a M et M’ symétriques par rapport a (D) <= - - +
HM 1w
QM' = QM
(Qli1, @) = (i, QM)

[ —wl = |z =
<~
0 — arg(z — w) = arg(z’ —w) — 0[27]

[ —w[ =z = o
<~
arg(z’ —w) =20 — arg(z — w)[27]

14



2.3. Similitudes indirectes

— Z/ W= |Z o w|ei(29—arg(z—w)) _ |Z — w|62i06iarg((z—w)) _ 62i9(2 . (I))

0

Conclusion : 2/ = ze?? — we?? 4 .

Soit (D) la droite passant par (1 + i) et dirigée par le vecteur unitaire (e's).
Déterminer 'image de M (2 + 2i) par la symétrie axiale d’axe (D). Solution :
= (2 — 2i)e¥5 — (1 —1)e?5 + (1 +1)
=2-20) (-1 +iL) - (1 - (-2 +iL)+ (1 +79)
=(-1-v3—i(1-V3) — (FFL +i58) + (1+1)
— —1+V3 + ZM
2 2

—1+v3  1+43
5 +1 > )

iHt Exercice 2.2.3.2

Soit (D) la droite d’équation cartésienne y = = + 1. Déterminer I'image de M (2 + i)
par la symétrie axiale d’axe (D).

Solution :

(D) passe par A(i) et B(—1). Donc AB ou BA est un vecteur directeur de (D).

Ce qui veut dire que BA(1 + i) est un vecteur directeur de (D).

On prend (e'T) vecteur unitaire directeur de (D), passant par B(—1).

On aura donc : M’ = Sip)(M) < 2/ =¢€'2(z — (-1)) + (-1)

= < |M'(3i)|

= M'(

B Définition 2.2.3.12 (Similitude indirecte)

On appelle une similitude indirect d’axe (D) de centre (w) et de rapport r toute
application de la forme f = h o Sp), avec

{h homothétie de centre Q(w) et de rapport r

S(py symétrie axiale d’axe (D) passant par 2

® Propriété 2.2.3.9

‘ Soient h = H(Q(w),r) et @(e?) un vecteur unitaire directeur de (D).

15



2.3. Similitudes indirectes

On a:
a = re*?

=w—refy

f(2) =az+ b avec {

Q Preuve
On a: f(z) = h(Sp)(z)) = h(ze* — we?® + w)

a = re*?

=az + b avec {b ) [ |

=w—re*y

® Propriété 2.2.3.10

Soit f:z>—>az+ b, aveca € C* et b € C.

» Si |a| # 1, alors f est une similitude indirecte. Elle admet un unique
point fixe Q(w), et dans ce cas, f(z) —w = 1.e?(z — ), avec 1=|a et
0 = 229[7).
» Si |a| =1, alors f est une isométrie indirecte.
> Si b# —ab, alors f n’admet pas de point fixe.

> Si b= —ab, alors f admet une infinité de points fixes appartenant & la droite
d’équation complexe (D)
— Si b =0, alors (D) est dirigée par ii(e?) avec § = %@')[ZW].
— Si b # 0, alors (D) est la médiatrice du segment OB (B(b)).

® Remarque 2.2.3.5

On remarque que dans le cas ol |a| =1 et b # —ab, alors la composée de f o f et
une translation de vecteur v(ab + b).

16
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